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秩约束的快速鲁棒主成分分析算法及应用
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摘　要：　鲁棒主成分分析被广泛应用于计算机视觉领域，然而现有鲁棒主成分分析方法难以针对各种场景准确

分离出低秩信息，而且计算成本高导致算法的实时性不足 . 针对这两个问题，本文提出了一种新型鲁棒主成分分析算

法 . 一方面基于先验秩信息提出了低秩约束改进模型，提高算法在不同场景中的泛化性能；另一方面引入了黎曼优化

理论，将目标矩阵投影到低维子空间上求解，减少算法的运算复杂度 . 各种实验结果表明，与现有算法相比，改进算法

在速度上有非常大的优势，同时能够保证稳定的恢复能力 .
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Abstract:　Robust principal component analysis (RPCA) is widely used in the field of computer vision.  The current 
RPCA method is facing the issue of difficulty to accurately separate low-rank information, as well as low efficiency due to 
high computational cost.  To solve both problems, a novel RPCA optimization is proposed.  Specifically, a low-rank con⁃
straint model is presented based on the prior rank information to improve the recovery performance.  On the other hand, Rie⁃
mannian optimization, which projects the matrix into a low-dimensional subspace to reduce the complexity, is employed.  
Various experiments show that the proposed algorithm has significant advantages in terms of efficiency and recovery accu⁃
racy in comparison to the existing algorithms.
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1　引言

许多图像处理问题，比如移动目标检测［1~3］、人脸

阴影去除［4］、背景建模［5，6］、批量图像对齐［7，8］等，可以表

征寻找底层数据的低秩结构问题 . 例如，在背景建模应

用中，低秩信息对应于平稳的静态背景相叠加，而非低

秩分量就是捕获的前景中的运动物体；人脸图像阴影

去除问题中，图片集之间的人脸具有低秩相关性，而阴

影部分具有随机、不相关的特性；批量图像对齐应用

中，需要将输入图片集与固定的规范模板图像对齐，因

此对齐图片结果叠加在矩阵中时，矩阵具有低秩性 . 这

类隐含低秩关系的图像处理问题，均可以采用低秩矩

阵恢复方法 . 鲁棒主成分分析（Robust Principal Compo⁃
nent Analysis，RPCA）［9］方法在剔除异常值的同时能够

较好地恢复低秩矩阵，因此在这些低秩相关的领域引
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起了广泛关注 .
RPCA 旨在从一个含有低秩信息的观察矩阵（M）

中分离出低秩矩阵（L）和稀疏矩阵（S），其优化模型

如下：
arg min

LS
rank (L) + λ S

0

s.t.  M = L + S
（1）

其中，MÎRm ´ n 为输入的观察矩阵；rank ( × )为秩函数；

 ×
0
为 ℓ0 范数；λ为权重系数 . 在理想情况下，式（1）通

过估计低秩矩阵 L的秩和稀疏矩阵 S的 ℓ0 范数可以将

观察矩阵 M 中的隐含低秩信息和稀疏信息分离出来 .
但是不幸的是式（1）的最小化问题是非凸的，且

NP-hard 问题不能直接求解 . 因此，Candès 等人［9］提出

了其近似凸优化模型：
arg min

LS
 L

*
+ λ S

1

s.t.  M = L + S
（2）

其中， L
*
= ∑

1

min ( )mn

σ i( )L 为矩阵 L 的核范数，表示 L 的

所有奇异值之和，σ i(L)表示L的第 i个奇异值； ×
1
为 ℓ1

范数 . 通常采用式（2）中核范数最小化问题代替秩最小

化问题［10］，并通过非精确拉格朗日乘子法（Inexact Aug⁃
mented Lagrange Multipliers，IALM）［11］高效、准确地求解

低秩和稀疏矩阵 . 其中求解核范数近似问题［12］可以通

过奇异值软阈值算子［13］得到：

L* = arg min
L

 M - L
F
+ τ  L

*

     =USτ[ Σ ]V T
（3）

其中，τ作为阈值，能够保证恢复矩阵的低秩性；Σ =

diag ({σ i}1 ≤ i ≤ min ( )mn ) 为 M 的奇异值矩阵；(Sτ[ Σ ] ) ii
=

sign (σi)· max (| σi | - τ0)为软阈值算子 . U和V 由矩阵

M 的奇异值分解 M =UΣV T 可得 . 从式（3）可以明显看

出所有奇异值大小均等于收缩 τ大小 . 所以当矩阵奇异

值过小时，恢复的低秩矩阵可能为一个秩亏矩阵（矩阵

的秩小于目标秩），或者当矩阵奇异值过大时，无法得

到目标秩的矩阵，导致无法精确地恢复出低秩矩阵 .
为了提高核范数最小化的灵活性，Gu等人［14］根据

奇异值大小关系建立权重并提出了加权核范数最小化

模型（Weighted Nuclear Norm Minimization，WNNM）. 原

始的核范数由加权核范数 L
W
= ∑

1

min ( )mn

wiσi( )L 代替，

其中wi 为每个奇异值的非凸权重 . 该方法提高了低秩

矩阵恢复的准确性，但是需要根据实际应用场景手动

调整参数，导致在实际应用中泛化能力不足 .
对于一些采样条件苛刻的环境，例如高速运动下

的物体检测，常常导致采样不足的情况，当数据样本不

足时，RPCA算法的恢复效果会受到严重的影响 . 同时

在一些机器视觉问题上，目标低秩矩阵L的秩其实是已

知的 . 例如，背景分离中秩为 1，光度立体视觉中秩为

3. 为了解决小样本场景问题，Oh等人［15］基于先验秩信

息提出了部分奇异值最小化（Partial Sum of Singular 
Values，PSSV）模型，即

arg min
LS

 L
p = r

+ λ S
1

s.t.  M = L + S
（4）

其中， L
p = r

= ∑
r + 1

min ( )mn

σi( )L ，表示为秩 r之后的奇异值之

和 . 部分奇异值之和最小化模型加强了低秩约束，在样

本不足（观察数据少）的情况下，得到非常优越的低秩

恢复效果 . 但是在某些视觉问题中，例如稀疏离群点是

非均匀、非随机分布的，对应的观察矩阵奇异值更大，

PSSV恢复的低秩矩阵的秩往往会大于目标秩，容易将

稀疏信息分解至低秩矩阵中，导致恢复效果不佳 . 同

时，上述算法由于求解低秩矩阵问题时需要 Full-SVD
分解，面对维数大的矩阵，效率非常低 . 随着目前数据

采集设备不断升级，大部分图像处理应用需要的数据

量不断加大，上述算法难以在工程中达到实时要求 .
为了解决 PSSV遗留的上述问题，本文基于先验秩

信息提出了基于秩约束的鲁棒主成分分析（Rank 
Constraint-Robust Principal Component Analysis，RC-

RPCA）算法，模型如下：
arg min

LS
 S

1

s.t.  M = L + S
rank (L) = r

（5）

式（5）根据秩先验信息使用秩约束来约束低秩结构 . 利

用核范数最小化和部分奇异值和最小化逼近秩函数的

主要局限是在低秩或稀疏结构不满足输入假设条件的

情况下，通过奇异值阈值算子处理难以得到秩为目标

秩大小的低秩矩阵 . 理论上通常调节参数 λ以平衡核

范数和 ℓ1 范数的关系，可以加强对低秩结构的惩罚程

度，但是在实际应用中，我们无法知道真实的低秩稀疏

关系，因此低秩结构难以实现 . 而尽管 RC-RPCA 优化

模型是非凸的，但从实验中发现，当目标矩阵的秩较小

时，即使在低秩信息被扰断地非常严重的情况下，仍然

能够准确恢复出秩为目标秩的低秩矩阵 . 秩约束可以

看作仅保留L中的秩之前的最大奇异值组，其中包含了

大部分的低秩信息 . 相反，我们没有最小化秩之外的奇

异值对应子空间，也避免在非均匀分布的稀疏离散场

景下，错误地将稀疏信息分离到低秩矩阵中的情况，同

时还能保留低秩矩阵的低秩结构，因此低秩矩阵L可以

被更精准地恢复出来 .
另外，本文采用截断奇异值分解得到低秩矩阵问

题的封闭解，简化了阈值计算 . 为了进一步提高算法运

行效率，本文引入了黎曼优化理论，在求解低秩矩阵时
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降低了奇异值分解的运算复杂度 . 该改进算法不仅运

行速度远快于现有算法，而且在复杂的应用环境中，例

如样本不足或者稀疏分量非均匀、非随机分布的情况

下都有更好的性能表现 . 同时在各种应用场景下，例如

背景建模、人脸图像阴影去除、批量图像对齐中将几种

先进的RPCA算法与本文算法进行了对比 . 结果表明，

本文的改进算法均能获得更好的处理效果 .
2　结合黎曼优化求解的快速RC-RPCA算法

2. 1　RC-RPCA模型的推导

核范数最小化模型的许多变体都是将约束项改为

惩罚项［16］，或者相反 . 同理，本文将式（2）的低秩惩罚项

改为约束项，如下：
arg min

LS
 S

1

s.t.  M = L + S L
*
≤ t

（6）
其中，t为不定常数 . 很明显，当输入矩阵确定后，t的大

小与低秩矩阵的秩 r 有关 . 由于式（6）在不等式约束
 L

*
≤ t范围内的解都是有效的，因此只要取得一个合

适的参数 t，便可以用更好处理的等式约束代替不等式

约束 . 从文献［14］中得知，输入数据矩阵的较大奇异值

包含了其主要的信息 . 例如，图像中相似块矩阵对应的

大奇异值提供了主要的边缘和纹理信息 . 因此为了尽

可能保证低秩信息和低秩结构，我们假设 t满足下式：

t =  Pr( )L
*

（7）
其中，Pr( × )为矩阵到秩 r矩阵的投影算子，如定义 1所

示 . 由于核范数本身是由秩函数凸松弛而来，基于先验

秩信息我们采用秩约束 rank (L) = r代替核范数约束以

加强目标低秩矩阵秩约束，由此得到式（5）的优化

模型 .
定义1 （投影算子）

Pr( X ) =U T
1：r XV1：r （8）

其中，U T
1：r 和 V1：r 是由 X 的前 r 个最大奇异值对应的左

右奇异向量组成 .
2. 2　RC-RPCA的求解

为了优化式（5），本文采用 IALM 求解算法 . IALM
也被称为交替方向乘子法（Alternating Direction Multi⁃
plier Method，ADMM），其通过交替固定非求解分量，经

过阈值处理得到当前分量的最优解 . 但是由于秩函数

rank ( × )是非凸且不连续的，当建立增广拉格朗日函数

时，将秩函数保留为约束项，即

arg min
LSY

 S
1
+ YM - S - L +

1
2
μ M - L - S

2

F

s.t.  rank (L) = r
    （9）

其中，YÎRm ´ n 为拉格朗日乘子矩阵；× × 为矩阵内积

运算；μ为惩罚参数； ×
F
为矩阵的Frobenius范数 . 根据

IALM可知，式（9）的三个变量在迭代中需要分别求解 .
求解某一个变量时，需固定其余两个变量得到其封闭

解 . 所以当求解稀疏矩阵 S 时，固定 L 分量，其秩约束

相当于常数 . 因此可以得到式（9）化简之后L和 S的优

化问题如下 .
S子问题子问题 固定L和Y得到求解S的子问题表示为

S* = arg min
S

 S
1
+ YM - S - L +

1
2
μ M - L - S

2

F

    = arg min
S

 S
1
+

1
2
μ S - (M - L + μ-1Y )

2

F

    = S 1
μ

[ M - L + μ-1Y ]

（10）
通过Sτ[ × ]软阈值算子计算，可以得到式（10）的最

优稀疏矩阵 .
L子问题子问题 固定S和Y得到求解L的子问题表示为

L* = arg min
rank(L)= r

YM - S - L +
1
2
μ M - L - S

2

F

     = arg min
rank(L)= r

1
2  L - ( )M - S + μ-1Y

2

F

  （11）

根据传统的RPCA算法可知，式（11）一般采用奇异

值软阈值算子求解 . 但是由于秩约束的条件，本文直接

采用截断奇异值分解求解，即

L* =Hr(M - S + μ-1Y ) （12）
其中，Hr( X ) =Uxdiag (σi( X ) )Vx

T 为截断奇异值分解，

σi( X )为前 r个奇异值 . Ux 和Vx 可以由X的奇异值分解

UxΣxVx 得到 . 但是截断奇异值分解维数大的矩阵时，

仍然面临着复杂度高的问题 . 为了加快算法运行速度，

本文引入了新的低秩求解方法 .
2. 3　基于黎曼优化求解的快速秩约束鲁棒主成分

分析

基于低秩矩阵的黎曼优化算法已经在矩阵完成领

域被广泛应用［17，18］. 黎曼优化的矩阵完成算法普遍采

用黎曼梯度求解，即将目标矩阵投影到低秩流形的切

线子空间后再映射在低秩流形空间，一方面实现低秩

空间投影，另一方面大大降低矩阵投影的计算成本 . 据

此，为了降低矩阵截断奇异值分解的复杂度，本文在求

解低秩矩阵L子问题中引入黎曼优化方法 .
由于待恢复的低秩矩阵 L可以看作存在于一个低

秩空间中，因此本文建立了基于黎曼流形的秩约束鲁

棒主成分分析方法模型，即
arg min

LS
 S

1

s.t.  M = L + SLÎMr

（13）
其中，Mr 表示一个嵌入Rm ´ n 的 (m + n - r ) r 维光滑流

形，并且

Mr = {LÎRm ´ n rank (L) = r} （14）
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因此，对于式（11）的低秩矩阵 L求解子问题，基于

黎曼流形的求解如下：

L* = arg min
Mr = { }L：rank ( )L = r

1
2  L - ( )M - S + μ-1Y

2

F
   （15）

通过第 k次迭代结果的矩阵Lk，可以得到其左右奇

异向量(UV )组成的(m + n - r ) r维的切线子空间［19］为
TL = {AV T +UBT：AÎRm ´ r BÎRn ´ r} （16）

基于黎曼流形的加速算法求解式（15）首先需要将

目标矩阵投影到低维子空间 TL 上，再将投影的结果收

缩在Mr上得到Lk + 1.
假设 M - S + μ-1Y = Z，定义 PU =UU T 和其正交补

P ^
U = I - PU，PV =VV T 和其正交补 P ^

V = I - PV. 可以容易

得到求解低秩矩阵子式（15）的方法如下：

L* =Hr(PTL
Z )

     =Hr(PU ZPV + P ^
U ZPV + PU ZP ^

V )
（17）

虽然最终的子空间投影结果收缩到秩为 r 的流形

空间中仍然需要用到截断奇异值分解，但是经过投影

PTL
Z 后数据已经映射到一个低维子空间中，只需计算

一个低维矩阵的奇异值分解就可以将矩阵收缩至低秩

空间 .
假设 Y1 =U T Z ( I -VV T ) =RT

1 QT
1 为 Y1 的 QR 分解，

Y2 = ( I -UU T ) ZV =Q2 R2 为 Y2 的 QR 分 解 ，并 且 有

U TQ2 = 0 V TQ1 = 0. 则式（17）中矩阵在切线子空间的

投影计算方法如下：

PTL
Z =UU T ZVV T +UU T Z ( )I -VV T + ( )I -UU T ZVV T

=UU T ZVV T +URT
1 QT

1 +Q2 R2V
T                           

= [ ]U Q2
é
ë
êêêê ù

û
úúúúU T ZV RT

1

R2 0
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

V T

QT
1

                                   

= [ ]U Q2 D
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

V T

QT
1

                                                         

（18）
其中，[U Q2 ]和[V Q1 ]为酉矩阵 . 所以 PTL

Z 的收缩，可

以由D = é
ë
êêêê ù

û
úúúúU T ZV RT

1

R2 0
的奇异值分解求得 . 由于D是一

个 2r ´ 2r 维数的矩阵，因此奇异值分解的复杂度从原

来的 O (min (mn) 3 )降至 O (r3 ). 在 (min (mn)  r )的
情况下，结合黎曼流形的RC-RPCA，能够大大地加快算

法的运行速度 .
本文将基于黎曼优化求解的秩约束鲁棒主成分分

析方法命名为 FRC-RPCA（Fast Rank Constraint -Robust 
Principal Component Analysis），流程总结为算法 1. 算

法 1 中的低秩矩阵{Lk}、稀疏矩阵{Sk}序列满足下列

等式：

CL = lim
k®¥

 Lk + 1 - Lk F
= 0，

CS = lim
k®¥

 Sk + 1 - Sk F
= 0，

CM = lim
k®¥

 M - Lk + 1 - Sk + 1 F
= 0.

上式可以由合成数据实验证明 . 如图 1所示，随着横坐

标表示的迭代次数的增加，纵坐标表示的CL，CS，CM 逐

步收敛至0.

3　实验结果与分析

3. 1　实验说明

为了评估 FRC-RPCA 算法的性能，本文分别在合

成数据和真实图像处理实验中对比了几种代表算法 .
实验参数中步长 ρ设置为 1.5，其余参数参照文献［9］采

用默认设置 . 所有算法代码通过 MATLAB 软件在硬件

为32GB RAM，3.4 Hz CPU的PC上运行 .
3. 2　合成数据实验

为了评估 FRC-RPCA 算法的低秩矩阵恢复性能，

本文将 FRC-RPCA算法与 RPCA算法［9］、PSSV算法［15］、
WNNM 算法［14］、LRSD-TNNSR 算法［20］、Adaptive-RPCA
算法［21］这几种经典算法进行比较 . 通过低秩矩阵恢复

算法1 FRC-RPCA

输入: MÎRm ´ n μ = max ( )mn max ( )σi( )M rρ

  初始化:S0 = 0L0 = 0,[U0 V0 ] =Hr[ M ] Y0 =M

  WHILE  M - Sk -Lk F

 M
F

> 10-7 DO
  计算Sk + 1 = S 1

μ

[ M -Lk + μ
-1Yk ]

  计算Lk + 1 =Hr[ Tk
(M - Sk + 1 + μ

-1Yk )]
  计算Yk + 1 =Yk + μ (M -Lk + 1 - Sk + 1 )
  更新μ =min ( μ*ρμ*107 )
  END WHILE
输出: LS

图1　CL,CS,CM随迭代次数的变化

注：矩阵MÎRm ´ n，m = 10 000，n = 20，r = 3，扰断率β = 0.05.
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的成功率和算法的运算时间来衡量算法的性能 .

合成矩阵中低秩信息和稀疏信息采用随机、均匀

的元素分布 . 首先生成秩为 r 的低秩矩阵 LÎRm ´ n =
XY，其中 XÎRm ´ r 和 YÎRr ´ n 中的条目符合均匀分布

U [01] . 然后从低秩矩阵 L 中随机选取 m ´ n ´ β（β表

示扰断率，β越大，表示低秩矩阵被破坏越严重）个元素

的索引生成离群点，同时每个离群点符合正态分布

N (0.51) . 为了评估算法恢复效果，本文采用低秩矩阵

的标准均方根误差 errL =
 L* - L

F

 L
F

作为恢复指标，当

errL < 10-4时，即认为低秩矩阵被精确恢复 . 并且设置终

止条件 M - Sk - Lk F
≤ 10-7 M

F
，保证每个算法能够

达到最优收敛 .
为了验证在不同的观测数下各算法的收敛速度

及恢复能力，本文计算了不同条件下 10 次随机数据

矩阵输入各种算法后恢复的低秩矩阵的均方根误差，

再统计成功恢复的次数来计算成功率 . 通过固定

m = 10 000，r = 3，β = 0.15，改变样本大小 n 得到的实验

结果如表 1 所示 . 其中每行表示当前算法在不同的观

测数 n下的低秩矩阵恢复成功率 . 根据表 1可知算法在

观测数大于 100时，均能保证较好的恢复效果，但是随

着观测数量的减少，各算法的低秩矩阵重构性能会有

所下降，其中 FRC-RPCA算法和 Adaptive-RPCA算法能

在观测数极少的情况下，概率恢复出低秩矩阵 . 总体来

看，FRC-RPCA 算法在样本量不足的情况下，有比其他

算法更好的低秩矩阵恢复效果 . 为了评估算法的收敛

速度，图 2 展示了各算法在不同的观测数下的运行时

间，横坐标表示不同的观测数，纵坐标表示运行的时

间 . 从图 2 中可以明显看出 FRC-RPCA 算法加速效果

明显，在观测数为 2 000时，比Adaptive-RPCA算法快 10
倍不止，和其他算法相比，运行速度也快 3倍以上（图 2
中由于 PSSV 和 RPCA 的结果相差很小，所以 RPCA 线

条在图中被覆盖）.

3. 3　真实图片实验

为了衡量 FRC-RPCA 算法在真实图像处理应用中

的性能，本文对比了FRC-RPCA和其他优秀算法在背景

建模、人脸图片阴影去除、批量图片对齐实验的恢复效

果 . 数据集包含了不同样本大小、光照变化、缓慢运动等

干扰因素，能够全面地验证算法在不同环境下性能表现 .
3. 3. 1　背景建模

本文在背景建模应用中完成了两组对比实验 .
一类是采用 5 张高动态图片的 ArchSequence 图片

集［22］；另一类是采用静态背景的 SBI 数据集（https：//
sbmi2015.na.icar.cnr.it/SBIdataset.html），本文使用了其

中的图片尺寸为384 ´ 256，样本大小为610的CAVIAR1
视频序列，以及尺寸为320 ´ 240，样本大小为740的Hu⁃
manBody2视频序列 . 本实验的输入是一组具有相关性

背景的图片集，目标是分离出各图片中的异常值，如移

动对象和离群像素点 . 首先通过矢量化输入图像并叠加

构造观察矩阵 MÎRm ´ n = [vec ( I1 I2 vec ( In ) ) ]，其
中mn分别为单张图片的像素点个数和总图片帧数，然

后利用 RPCA 算法便可以将低秩背景信息分离出来 .
由于背景建模实验中输入图像的背景是线性相关的，

因此在 CAVIAR1和 HumanBody2视频帧实验中理想秩

为 1，而 ArchSequence 图片集中不仅出现了人物的移

动，还有光照的变化，因此在实践中我们发现设置先验

秩为2可以得到更理想的效果 .
图 3 展示了各算法在高动态图片集 ArchSequence

的背景建模实验结果 . 其中上下两行分别为各算法

的背景和前景建模结果 . 由于高动态图片集中图片

数量较小，各算法在背景建模时的低秩重构性能有

所降低 . 可以从图 3看出RPCA算法、PSSV算法、LRSD-

TNNSR 算法和 Adaptive-RPCA 算法的背景建模结果都

有部分鬼影 . WNNM 算法经过调整特定参数可以达到

较好的分离效果 . FRC-RPCA算法在已知秩为 2的情况

下，能够分离出更加干净的背景图片 .
图 4展示了各算法在大样本视频集的背景建模实

验结果 . 在视频序列数据集中，CAVIAR1 和 Human⁃
Body2 内的人物移动缓慢导致在连续的视频帧中出现图2　不同观测数下各算法的运行时间

表1　不同算法在不同观测数大小下的精确恢

复低秩矩阵成功率

单位：%
观测数n

RPCA
PSSV

WNNM
LRSD-TNNSR

Adaptive-RPCA
FRC-RPCA

40
0
0
0
0

10
20

50
0

60
30
0

60
80

60
0

80
80
0

90
100

70
0

100
100

0
100
100

100
100
100
100
90

100
100

500
100
100
100
100
100
100

1 000
100
100
100
100
100
100
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在了较多重叠区域 . 而这类数据集往往不满足稀疏信

息均匀离散分布的条件，因此不同算法的恢复效果会

受到不同程度的影响 . 从图中可以明显看出 RPCA 算

法、PSSV 算法、Adaptive-RPCA 算法在实验中均存在明

显鬼影 . LRSD-TNNSR算法能较为清晰地分离出背景，

但是得到的结果亮度发生了变化 . 经过特调参数后，

WNNM算法在CAVIAR1数据集有较好的分离效果，但

是如果不调节参数，如 HumanBody2 所示，结果并不理

想 . FRC-RPCA算法不需要调节其他参数，并且对不同

的数据集，均能得到较好的背景建模效果 . FRC-RPCA

算法弥补了 RPCA 算法在这类实验场景下分离能力的

泛化性不足问题 .
SBI 数据集提供了六个背景建模估计指标用于评

估结果：AGE，COM，MS-SSIM，pCEPs，pEPs 和 PSNR.
AGE是真实背景和重构背景之间灰度值差的绝对值和

的平均值 . COM表示彩色图像质量度量值，该值是基于

YUV颜色空间计算的 PSNR. MS-SSIM表示多尺度结构

相似性指标，使用结构失真作为感知视觉失真的估计 .
pEPs表示错误像素的百分比，是恢复的背景图片与真

实背景图片中错误像素的占比 . pCEPs 表示聚集的错

原图 RPCA PSSV WNNM LRSD-TNNSR FRC-RPCAAdaptive-RPCA
 

图3　ArchSequence高动态图片集的背景建模实验(上下两行分别为背景和前景建模结果)

RPCA PSSV WNNM LRSD-TNNSR Adaptive-RPCA FRC-RPCA

CAVIAR1 HumanBody2真实背景 真实背景

 

图4　CAVIAR1和HumanBody2视频集的背景建模实验(上下两组为不同视频帧的建模结果)
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误像素百分比，该指标认为 pEPs中错误像素的相邻点

也是错误的 . PSNR为真实背景和重构背景的峰值信噪

比 . 其中COM，MS-SSIM，PSNR指标越高表示重构的背

景图片质量越好；AGE，pEPs和 pCEPs指标越低表示重

构的背景图片质量越好 .
本文将最难恢复的图片帧结果与真实背景相比

较，CAVIAR1和HumanBody2的客观指标结果如表 2和

表3所示（已经将最好的结果用粗体表示）. 其中每一列

代表当前算法恢复的背景图片与当前视频帧图片计算

的六种评估指标结果 . 可以从表中观察到，FRC-RPCA
在处理这类数据集的评估指标是最好的 . 表 4 展示了

各种算法的运行时间 . 其中每列表示当前算法在 3 组

背景建模数据集下的运行时间 . 从表 4可以看出 FRC-

RPCA算法在任意样本大小或分辨率的场景下，运行时

间远少于其他算法 . 基于黎曼优化的 FRC-RPCA 方法

在低秩矩阵求解时将时间复杂度从 O (min (mn) 3 )降
至O (r3 )，可以从表 4看出，更大的数据集或者更高的分

辨率图像，FRC-RPCA的时间优势更加明显 .

3. 3. 2　人脸图像阴影去除

本文将提出的算法应用于人脸图像的阴影去除应

用中，并对比了应用于人脸阴影去除的 RPCA 算法［9］、
LRSD-TNNSR算法［20］、Adaptive-RPCA算法［21］及非凸秩

近似和稀疏正则化的 RPCA（Robust PCA using Noncon⁃
vex Rank Approximation and Sparse Regularizer，RPCA-

NRASR）算法［23］.
数据集采用 64张大小为 192 ´ 168的Yale B人脸数

据集［24］. 同理，将每张面部图片矢量化叠加至一个

32 256 ´ 64的矩阵中，每一列即一个样本图片 . 其中人

脸图片的阴影被当作稀疏分量，人脸信息由于线性相

关被当作低秩分量，通过RPCA算法可以将两部分以矩

阵形式分离出来 .
人脸图像阴影去除的结果如图 5所示，上下两行为

两张原图以及各种算法的阴影去除结果 . 表 5 列出了

各算法的运行时间 . 可以看出所有算法都能一定程度

地去除阴影，但是各个算法之间的去除效果有明显差

距 . 可以明显看出 RPCA 算法和 Adaptive-PSSV 算法的

恢复结果仍然含有清晰可见的阴影，LRSD-TNNSR 算

法、RPCA-NRASR 算法和 FRC-RPCA 算法均取得了良

好的结果，但可以明显看出 LRSD-TNNSR 算法和 FRC-

RPCA算法得到的人脸细节更加丰富，但从表 5可以得

知 FRC-RPCA 算法的运行时间远远低于 LRSD-TNNSR
算法和其他算法 .
3. 3. 3　批量图像对齐

本节将提出的算法应用于批量图像对齐应用，

实验采用了Digits_3和Windows两组数据集［25］. 批量图

像对齐的任务是将输入图片与固定的规范模板图像对

齐 . 因此对于输入的批量图片中，每张输入的图片 I i

需要搜索一个变化矩阵 g i 进行转换，使输入的图片

之间线性相关 . 因此在本应用中输入的数据矩阵记为

M G = [ vec ( )I1  g i vec ( )I2  g i  vec ( )In  gn ] .
批量图像对齐的优化模型如下：

arg min
LS

 S
1

s.t.  M G = L + S
LÎMr

（19）

理想情况下，输入先验条件秩为 1，即可通过 FRC-

表2　各算法在CAVIAR1视频帧的背景建模实验的表现

算法

AGE
COM

MS-SSIM
pCEPs
pEPs
PSNR

RPCA
4.850

27.512
0.917
0.031
0.038

28.380

PSSV
4.610

28.530
0.930
0.028
0.034

29.460

WNNM
2.900

33.200
0.980
0.004
0.003

34.390

LRSD-

TNNSR
61.330
11.880

0.810
0.960
0.970

12.000

Adaptive-

RPCA
4.600

28.550
0.930
0.028
0.034

29.480

FRC-

RPCA
2.900

33.250

0.990

0.002

0.003

34.410

表4　各算法在背景建模实验中的时间对比 单位：s
算法

ArchSequence (n=5)
HumanBody2 (n=740)

CAVIAR1 (n=610)

RPCA
9.01

581.57
793.38

PSSV
7.20

551.02
740.60

WNNM
6.18

137.51
482.09

LRSD-TNNSR
68.36

232.27
371.24

Adaptive-RPCA
25.43

1 648.01
2 143.12

FRC-RPCA
5.34

63.54

80.43

表3　各算法在HumanBody2视频帧的背景建模实验的表现

算法

AGE
COM

MS-SSIM
pCEPs
pEPs
PSNR

RPCA
11.30
19.83
0.840

0.073 5
0.106 6
20.14

PSSV
11.14
19.98
0.852

0.071 7
0.104 7
20.30

WNNM
8.67

21.85
0.911

0.036 4
0.059 2
22.20

LRSD-TNNSR
104.31

7.01
0.117

0.960 1
0.980 1

6.88

Adaptive-RPCA
11.12
19.98
0.851

0.073 3
0.107 8
20.30

FRC-RPCA
4.20

31.99

0.994

0.000 4

0.004 9

33.00
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RPCA 算法将变化后的图片的线性相关的元素作为低

秩信息分离出来实现对齐的目的 . 本文对比了 RASL
算法［25］、Adaptive-RPCA 算法［21］、ℓp +ADMM 算法［26］几
种应用于图像对齐的优秀算法 .

图 6 展示了几种算法的批量图像对齐实验结果 .

上下两行分别是各算法在 Digits_3 数据集和 Windows
数据集下的批量对齐结果 . 表 6 列出了各个算法在两

个数据集下的运行时间 . 在Digits_3数据集中，RASL算

法和 Adaptive-RPCA 算法结果中红框部分的对齐结果

不佳，FRC-RPCA 和 ℓp +ADMM 算法的对齐效果明显好

于其他算法 . Windows数据集中，RASL算法的对齐结果

中红框部分存在部分树枝阴影，ℓp +ADMM 算法、

Adaptive-RPCA 算法和 FRC-RPCA 算法的对齐效果均

比较良好，但可以从表 6可以看出FRC-RPCA算法的运

行时间远低于其他算法 .

4　结论

为了提高传统鲁棒主成分分析方法在复杂环境下

的恢复能力以及运算速度，本文提出了基于先验秩信

息的秩约束的快速鲁棒主成分分析方法 . 改进模型可

以避免将稀疏信息分解到低秩矩阵，有效提高了在复

杂场景下低秩矩阵的恢复能力 . 同时在低秩矩阵求解

时本文引入黎曼优化的思想提出了 FRC-RPCA 算法，

将 低 秩 求 解 的 时 间 复 杂 度 从 O (min (mn) 3 ) 降 至

O (r3 )，在大样本或密集采样的图像处理应用中，FRC-

表5　各算法在人脸阴影去除实验的运行时间 单位：s
算法

时间

RPCA

3.29

LRSD-

TNNSR
30.86

Adaptive-

RPCA
4.34

RPCA-

NRASR
6.45

FRC-

RPCA
0.81

RPCA RPCA-NRASRLRSD-TNNSR Adaptive-RPCA FRC-RPCA原图
 

图5　各算法的人脸图像阴影去除结果

原图 RASL FRC-RPCAAdaptive-RPCA
 

图6　Digits_3和Windows图片库的批量对齐实验结果

表6　各算法在批量图片对齐实验的运行时间 单位：s
算法

Digits_3
Windows

RASL
189.01
112.34

Adaptive-

RPCA
289.01
162.78

ℓp +ADMM
781.27
672.19

FRC-

RPCA
108.72

67.33
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RPCA算法的运行速度提升了一个量级 . 在样本不足和

稀疏分量非均匀、非随机分布的背景建模实验中，本文

算法都有更好的性能表现，并且在人脸图像阴影去除

和批量图像对齐实验中都表现出更优异的效果，运行

速度上也远远快于当前的 RPCA 算法 . 实验证明了

FRC-RPCA 算法在秩已知的图像视觉问题中有更加优

秀的处理效果 .
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